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1 Opis problemu

Nalezy efektywnie obliczy¢ wynik réwnania
Ax = b,

ktore oczywiscie reprezentuje uklad rownan, gdzie macierz A przechowuje wspoélczynniki stojace przy skladowych z, sam

wektor reprezentuje konkretne rozwiazanie uktadu réwnan, a wektor b przechowuje prawe strony réwnan.

1.1 Struktura macierzy A

Przy czym macierz A jest macierza rzadka o specyficznej strukturze:
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gdzie
e v =7 (zakladamy, Ze n jest podzielne przez [) jest iteratorem blokéw (podmacierzy),

e [ jest rozmiarem kazdego z blokéw (podmacierzy),

e 1 jest rozmiarem calej macierzy A.

1.2 Struktura podmacierzy

Podmacierze (k= 1...v) z ktérych sklada si¢ macierz A sa nastepujacej struktury:

e Aj sa macierzami gestymi (nie maja elementéw zerowych),
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2 Idea rozwigzania

Do proceduralnego rozwiazywania uktadéw réwnan czesto wykorzystywany jest algorytm elminacji Gaussa. Idea tego
algorytmu jest sprowadzenie macierz A do macierzy tréjkatnej, poniewaz wtedy mozna sukcesywnie rozwigzaé¢ uktad
réwnan, idac od dotu do géry.

Zobaczmy, jak to wyglada na poczatku. Mamy:
o AecR™™
e r € R",
e beR",
o det(A) # 0.

Znakiem ®) oznaczamy k-ty krok algorytmu. Wéwczas oczywiscie A = A, p() =p,

agll)xl + aglg)xg + -+ a%)xn = bgl)

AWy = p® afer + agles £ o 4 aplen = b
T = :

angl)‘Tl + %(112)1’2 + o+ aBe, = b

Chcemy uzyska¢ macierz trojkatna, czyli wyeliminowaé wszystkie wspélczynniki umieszczone pod diagonala macierzy.

Wykonujemy (n — 1) krokéw:

a’gll)xl + alglz)xg + + agln)xn _ bgl)
aey o+ + Pz, = b?
AR g = p*) . : :
agz)xk 44 a;ﬁzl'n _ b](fk)
Moy +t allz, = oP
i uzyskujemy macierz trojkatna:
agll)xl + a§12)]32 + ...+ agj;l)xn — bgl)
2 ) .
A(")x _ b(n) a;Q)ZQ + ... —+ aén):rn — bé )
aSZZL)xn — bgl”)

Tak jak mowiliSmy wczesniej — na dole mamy trywialne rownanie aSZ;B Ty = b%"), z ktérego wyznaczamy x,,. Nastepnie

z réwnania powyzej wyznaczamy &, _1, bo zhamy juz x, itd. sukcesywnie wyznaczamy caly wektor x.



Mozemy zamknaé idee tego algorytmu w formie listy krokow:
e fork:=1...(n—1):

— fori:=(k+1)...n

al®
* lig — a%
kk
x for j:=(k+1)...n:
k+1 k k
. az(’j+ ) “— az(’j) — lika;j)

o BHD ) g )

2.1 Ograniczenie iteracji

Jednakze biorac pod uwage ten specyficzny uklad elementéw w macierzy wejsciowej, standardowy algorytm eliminaciji
Gaussa bedzie bardzo nieoptymalny, poniewaz bardzo duzo obliczen zostanie wykonanych niepotrzebnie na samych zerach.

Przypadek takiej macierzy mozemy poréwnaé do macierzy diagonalnej, gdzie ztozono$é obliczeniowa jest liniowa,
poniewaz w kazdym réwnaniu mamy tylko jeden niezerowy wspétczynnik. Tutaj mamy w pewnym sensie podobna sytuacje,
przy czym skalujemy rozmiar przekatnej przez liczbe [ oraz wprowadzamy pewnie nieregularnosci rozmieszczenia elementow

w otoczeniu przekatnej macierzy (patrz: struktura podmacierzy).

Oczywiscie chcemy réowniez osiagnaé liniowa ztozonos$é obliczeniowa.
W celu ograniczenia liczby operacji chcemy ograniczy¢, dokad dochodzimy w petlach w stosowanym algorytmie.

Dla zobrazowania problemu popatrzmy jeszcze raz na standardowy algorytm eliminacji Gaussa:

1: fork:=1...(n—1) do
2: fori:=(k+1)...ndo

a®

3 ik == aZ’fi)
kk

4 for j:=(k+1)...ndo
5 agf) = agf) - likag;)
6: end for
7 D S
8 end for
9: end for

(notacja *) oznacza k-ty krok algorytmu)
Widzimy, ze mamy zagniezdzone w sobie trzy petle for. Prowadzi to oczywiscie do zlozonoéci obliczenn O(n3). Chcemy tego
uniknaé czyli ograniczy¢ liczebnos$é iteracji przechodzenia przez elementy macierzy, ktéra jest przeciez macierzg bardzo
rzadka. Jezeli zalozymy, ze liczba [ okreslajaca wielko$é blokéw (podmacierzy), z ktérych sklada sie macierz A, jest stala,
to jesteSmy w stanie osiagnaé zlozono$é obliczeniowa O(n) przy rozwiazywaniu ukladu Az = b. Dzieje si¢ tak, poniewaz
w takim ukladzie te dwie petle wewnetrzne (linijki 2 oraz 4) wykonaja znacznie mniej iteracji — nie wychodza dalej niz

bloki (podmacierze), ich zlozono$¢ obliczeniowa bedzie zalezeé od stalej [.

3 Potrzebne algorytmy

W celu realizacji zadanego problemu nalezy zaimplementowaé nastegpujace algorytmy:
o Czedciowy wybor elementu gtéwnego (wyliczenie wektora permutacji wierszy macierzy A),

e Rozklad LU macierzy A (optymalizacja algorytmu eliminacji Gaussa),



e Obliczenie rozwigzania uktadu Az =b
e Obliczenia rozwiazania uktadu LUz = b (kiedy rozklad LU jest juz obliczony)

Oczywiscie, tak jak méwiliémy o tym wczesniej — dazymy do liniowej zlozonosci obliczeniowej. Dlatego tez we wszyst-
kich algorytmach stosujemy pewien design pattern. Ot6z najwyzsza petle (iterujaca po wszystkich wierszach) dzielimy
na dwie petle: jedna idaca po blokach k = 1...7% i druga, wewngtrzng idaca po poszczegdlnych elementach dane-
go bloku (podmacierzy) plus opcjonalnie po elementach sasiedniego bloku (podmacierzy) w razie potrzeby (iterator:
p=(k—1)-1+1...k-l[+]]). Ostatecznie otrzymujemy liniowa zlozonosé¢ obliczeniowa, poniewaz przyjmujemy, ze [ jest

stala.

3.1 Czesciowy wyboér elementu gléwnego

W wykorzystywanym algorytmie Gaussa wykorzystywana jest wielokrotnie operacja dzielenia przez elementy z przekatnej
macierzy A. Moze to by¢ do$é problematyczne, jako, ze wartoéci na przekatnej mogg byé bardzo mate, co oznacza mozliwe
bardzo duze odchylenia. Celem tego algorytmu jest zmaksymalizowanie wartosci liczb na przekatnej.

Zeby tego dokonaé, stosujemy czesciowy wybor elementu glownego, czyli patrzac na dana wartosé na przekatnej macierzy
sprawdzamy czy jest to najwicksza warto$¢ w tej kolumnie. Jesli tak nie jest — permutujemy wiersze w taki sposob, zeby
na diagonali znalazla sie ta wybrana najwieksza liczba. Wéwczas na przekatnej bedziemy mieli wzglednie duze liczby, ktore

nie powinny juz sprawia¢ probleméw.

Algorithm 1 partialPivot

1: pivot =[1...n]
2: for k:=1...7 do
3: forp:=(k—-1)-l+1...k-ldo

4: curr = |A [pivot[p], p]|

5: maxvalue = curr

6: maxindex = pivot[p]

7: fori:=(p+1)...k-I+1do

8: if |A[pivot[i], p]| > maxvalue then

9: maxvalue = |A [pivot[i], p]|

10: maxindex = pivotl[i]

11: end if

12: end for

13: if maxvalue < macheps then

14: return wybrana wartos¢ jest bliska zeru
15: end if

16: if maxvalue > curr then

17: pivot[p], pivot[maxindex| = pivot[maxindex], pivot[p]
18: end if

19: end for

20: end for

21: return pivot

Powyzszy pseudokod ukazuje idee algorytmu. Dwie pierwsze petle (linijki 2 oraz 3) odpowiadaja za przejécie po wszyst-
kich elementach na przekatnej macierzy (z podziatem na % blokéw). Dla kazdego przejscia pobieramy warto$¢ aktualnie
bedaca na przekatnej macierzy i patrzymy (7) czy nie ma wigkszej wartosci w tej kolumnie. OczywiScie ograniczamy zasieg

poszukiwania w stosunku do wielkosci blokéw (liczba 1).



W faktycznej implementacji tego algorytmu zostal wprowadzony argument limited bedacy flaga, ktéry ma wplyw na
zasieg poszukiwan okreslony domyg$lnie na k - [ + [ jak wida¢ w linijce 7 — jedli algorytm zwrdci blad, o ktéorym mowa
w linijce 14 zalecane jest albo zrezygnowanie z czesciowego wyboru dla tego przypadku lub uruchomienie algorytmu z
wlaczona flaga limited. Wéwczas, zakres poszukiwan zostanie ograniczony do jednego bloku, czyli petla koniczy sie na
k-l

3.2 Rozklad LU macierzy A

Standardowy algorytm rozkladu LU, jak sama nazwa wskazuje, rozklada zadana macierz A na dwie macierze tréjkatne.
Algorytm ten wywodzi si¢ z algorytmu rozkladu Gaussa, gdzie dodatkowo, oprécz wyliczenia macierzy U, zapisujemy w
macierzy L wspotczynniki, przez ktére mnozylidémy rownania, zeby uzyska¢ macierz U.

Zeby dostaé¢ ponizszy uklad réwnan, nalezy wykonaé k — 1 krokéw algorytmu eliminacji Gaussa:

agll)xl + a%)xg + + a&)xn = bgl)
a%)atg + + aéi)xn = b(22)

A® 2 — p®)
a,(clz)a:k +---+ a,(e];)xn = b,(ck)

afﬁgxk foot afa, = P

gdzie za kazdym razem mnozymy k-te réwnanie przez

o
lik: EIZ)’ Z:(k+1)77n
Ak,

i odejmujemy od pozostalych eliminujac zmienng xj z nizszych réwnan. I to wlasnie te liczby [;; tworza nam macierz L,
bo to wlasnie macierz L definiuje te wszystkie kroki (k), ktére nalezy wykonaé, zeby uzyska¢ macierz U.
Ponizszy algorytm jest zoptymalizowana wersja algorytmu standardowego rozkladu LU. Tutaj réwniez ograniczamy

iteracje petli wewnetrznych.

Algorithm 2 decomposelntoLU
1: LU:=A
2: b =10
3: fork:=1...7 do
4: forp:=(k—-1)-14+1...k-1ldo

5: fori:=(p+1)...k-I+1do
6: [— LU[pivot[i],p]
’ P 7 LU[pivot[p],p]
7 for j:=p...k-1+1do
8: LU [pivot[i], j] = LU [pivot[i], j] — l;p - LU [pivot[p], j]
9: end for
10: b [pivot[i]] = b [pivot[i]] — I;), - U’ [pivot|p]]
11: LU [pivot[i], p|] = lip
12: end for
13: end for
14: end for

15: return LU, b’

Znowu iterujemy po wszystkich wspélczynnikach zmiennych z, na diagonali macierzy (linijki 3 oraz 4), poniewaz

chcemy usunaé¢ zmienne w nizszych rownaniach. Tak tez robimy wlasnie — w linijce 5 zaczynamy iterowaé po wszystkich



wierszach, ktére sa nizej niz aktualny (dlatego zaczynamy iterowaé od (p + 1)). Obliczamy wspo6tczynnik dla kazdego
wiersza (reprezentujacego réwnanie), przez ktéry trzeba przemnozyé p-ty wiersz (reprezentujacy réwnanie), a nastepnie
go odejmujemy (linijka 8). Od razu tez aktualizujemy zmiany w wektorze b (linijka 10) oraz zapisujemy wykonany krok
do macierzy L (linijka 11).

Warto nadmienié¢, ze sposoéb przechowywania macierzy L i U jest tutaj nieco inny niz w modelu matematycznym. Jako ze
obie macierze sa macierzami tréjkatnymi (jedna gérno- druga dolno-tréjkatna), a macierz L ma przekatna zlozona z samych

jedynek (w zadnym kroku algorytmu Gaussa nie usuwamy zmiennych z diagonali), mozna te macierze przechowywaé razem.

3.3 Obliczenie rozwigzania uktadu Ax =b

Uzyjemy tuta]j wczesniej zdefiniowanej funkcji decomposelntoL U, ktéra zwraca rozktad LU macierzy A wraz ze zmienionym
wektorem b'.

Majac rozktad LU mamy oczywiscie dostep do gérno-tréjkatnej macierzy wyjsciowej U. Wowcezas wyznaczamy kolejne
elementy wektora wyjSciowego z stopniowo: wyraz x, mamy za darmo, jako ze ostatnie réwnanie jest postaci u,n-x, = bl,.
Dalej, rownanie wyzej bedzie zalezne od kolejnej nieznanej zmiennej oraz teraz juz znanej zmiennej x,,. W réwnaniach

wyzej mamy podobna sytuacje — sukcesywnie wyznaczamy kolejne zmienne x,,.

3.3.1 Funkcja pomocnicza do rozwiazywania ukladéw z macierza gérno-tréjkatna

Niniejszy algorytm wylicza wyj$ciowy wektor x z podanych macierzy goérno-trdéjkatnej oraz pionowego wektora y z prawej
strony ukladu Uz = y. Tutaj méwimy bardziej ogélnie o wektorze prawej strony jako o wektorze y, poniewaz jest to
funkcja pomocnicza, ktéra wykorzystamy nie tylko do rozwiazania ukladu Az = b, ale tez do ukladu LUz = b.

Dajemy na wejscie:
e macierz gérno-tréjkatng U
e wektor y (prawa strona ukladu Uz = y)

Dostajemy na wyjscie: wektor z bedacy rozwiazaniem uktadu Uz = y.

Algorithm 3 solveUpperTriangularMatrix(U, y, n, 1, pivot)

1: x:=10...0
2: for k:=7%...1do
3: forp:=k-1...(k—1)-1+1do

4: t ==y [pivotp]]

5: fori:=(p+1)...k-I+1do

6: t:=t— x[pivot[i] - Ulpivot[p],i]]
7: end for

8: x [pivot[p]] := m

9: end for

10: end for

11: return x

Dla kazdej zmiennej z,, (lin. 2, 3) zaczynamy od wartosci w wektorze po prawej stronie (lin. 4), a nastegpnie odejmujemy
juz wyliczone zmienne x; (lin. 6). Nastepnie dzielimy wynik przez wspélczynnik przy obliczanej zmiennej i zapisujemy do

wyniku (lin. 8).



3.3.2 Implementacja algorytmu do rozwiazywania uktadu Ax =b

Majac macierz gérno-tréjkatna U oraz zmodyfikowany wektor b’ mozemy uzyé funkcji solve UpperTriangularMatriz do

obliczenia rozwiazania uktadu Az = b.

Algorithm 4 gaussianElimination(A, b, n, 1, pivot)
1: U, b = decomposeIntolU(A,b,n,l, pivot)

2: x = solveUpperTriangularMatrix(U, b, n,!, pivot)

3: return

3.4 Obliczenie rozwigzania uktadu LUz =

Kolejnym bliZzniaczym algorytmem do wczeéniej definiowanych jest algorytm rozwiazujacy uklad Az = b, przy czym juz
znany jest rozktad LU macierzy A. Czyli réznica jest taka, ze nie mamy zmienionego wektora b’ = b*) w posiadaniu —

mamy podany tylko rozktad LU macierzy A. Wowczas zadanie sprowadza sie do obliczenia uktadu réwnan:
Ly=5
Ur=y

Tutaj musimy rozwiazaé¢ dwa réwnania z macierzami tréjkatnymi. Pierwsze réwnanie z macierzg dolno-tréjkatna roz-
wiazujemy podobnie, jak rozwigzywalidémy réwnanie z macierza gérno-tréjkatna — sukcesywnie odkrywamy kolejne zmien-

ne z wektora y.

Algorithm 5 solveFromLU(LU, b, n, 1, pivot)

1: y:=10...0
2: for k:=1...7 do
3: forp:=(k—-1)-l+1...k-ldo

4: t := b[pivot[p]]

5: fori:=(p-1)...(k—1)-l-1ldo
6: t:=1t— ylpivot[i]] - L [pivot[p], 1]
7: end for

8: ylpivot[p]] =1t

9: end for

10: end for

11: ¢ = solveUpperTriangularMatrix(LU,y,n,l, pivot)

12: return x

Najpierw liczymy réwnanie Ly = b.

Tterujemy znowu po wszystkich elementach diagonali macierzy (lin. 2, 3). Zaczynamy od wartosci z wektora po prawej
stronie (lin. 4), a nastepnie odejmujemy od niej wszystkie znane juz zmienne pomnozone przez odpowiednie wspdlczynniki
(lin. 6).

Nastepnie liczymy réwnanie Uz = y przy pomocy funkcji solveUpperTriangularMatrix.

3.5 Zlozonosé obliczeniowa

Zaktadajac, ze liczba [ jest stala, mozemy powiedzieé, ze ztozonosé obliczeniowa wszystkich powyzszych algorytmow jest

liniowa i zalezy od n, czyli mamy O(n). Za kazdym razem mamy do czynienia z petla iterujaca po blokach (podmacierzach)



n

duzej macierzy k = 1...% i petla iterujaca po elementach tych blokéw (podmacierzy). Jako ze bloki (podmacierze) te
utozone sa na diagonali tej macierzy mamy wtaénie do czynienia z liniowg ztozonoscia obliczeniowa.
Warto nadmienié, ze przyjmujemy stata O(1) zlozonos$é obliczeniowa dla operacji pobierania i zapisywania elementéw

w strukturze wykorzystywanej do przechowywania naszej rzadkiej macierzy.

3.6 Zlozonos¢é pamieciowa

W implementacji algorytmow zostala zastosowana struktura SparseMatrixCSC, ktora w efektywny sposéb przechowuje
macierze rzadkie, traktujac wartoséci 0 jako brak informacji. Znacznie mniejsze zuzycie pamieci bedzie bardzo widoczne w

testach.

3.6.1 Alternatywa do SparseMatrixCSC

W pliku types. j1 znajduje si¢ struktura SquareSparseMatrix symulujaca macierze rzadkie, oparta na strukturze Dict
bedaca implementacji mapy hashujacej w jezyku Julia. Jednakze w testach okazalo sie, ze niniejsza struktura zuzywa wiecej
pamieci niz SparseMatrixCSC, a dla dostatecznie duzych rozmiaréw macierzy (np. n = 5000) moze nawet przekroczy¢

zuzycie pamieci standardowego algorytmu rozwiazywania ukladu Az = b czyli x = A\b w Julii.

4 Testy

Ponizsze testy zostaly wykonane na komputerze wyposazonym w czterordzeniowy procesor Intel Core i5-2400 dru-
giej generacji (Sandy Bridge) i pamieé operacyjna 12GB z zainstalowanym pakietem Julia w wersji 1.5.2 na systemie
operacyjnym Linur Mint opartym na Ubuntu.

Specyfikacja ponizszych testow:

e Do testéw wykorzystano funkcje @time wbhudowana w jezyk Julia oraz modul testdata (code/generate-a-test.jl)

uzywajacy programu blockmat znajdujacego sie w pliku code/test-data/external. jl.

e Program uruchamiajacy funkcje z modulu blocksys (code/blocksys. j1) znajduje sie w pliku code/run-a-test. j1

i moze przyjmowaé argumenty:

classic (uzyj x = A\b)

custom (uzyj niestandardowej struktury do przechowywania macierzy rzadkich, zamiast SparseMatrixCSC)

pivot (uzyj funkcji partialPivot)

lu (najpierw zréb rozktad LU przed rozwigzaniem ukladu Az =b)

e Dla wszystkich przeprowadzonych testéw odchylenie wektora z (blad wzgledny) byl akceptowalny (bledy rzedu
10715, 10719).



4.1 Czas dziatania programow

czas (s)
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Rysunek 1: Czas dzialania zoptymalizowanego algorytmu eliminacji Gaussa, funkcja gaussElimination, bez (niebieski) i

z wyborem elementu gléwnego (czerwony)
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Rysunek 2: Czas dzialania algorytmu obliczania rozwiazania LUx = b, funkcje decomposeIntoLlU oraz solveFromLU, bez

(niebieski) i z wyborem elementu gléwnego (czerwony)
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Rysunek 3: Czas dzialania x = A\b

Zuzycie pamieci przez programy
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Rysunek 4: Pamigé zajmowana przez zoptymalizowany algorytm eliminacji Gaussa, funkcja gaussElimination, bez (nie-

bieski) i z wyborem elementu gléwnego (czerwony)
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Rysunek 5: Zuzycie pamieci przez algorytm do obliczania rozwiazania LUz = b, funkcje decomposeIntolU oraz

solveFromLU, bez (niebieski) i z wyborem elementu gléwnego (czerwony)
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Rysunek 6: Czas dzialania x = A\b

4.3 Interpretacja wynikéw testow

Patrzac ogélnie wyniki sa zadowalajace — za kazdym razem otrzymujemy wynik znacznie szybciej (i zuzywajac znacznie
mniej pamieci) uzywajac zoptymalizowanego algorytmu niz w przypadku standardowego podejscia x = A\b. Jednakze
warto zwréci¢ uwage na to, ze czas wykonania programu nie jest do konica liniowy. Ztozonoé¢ obliczeniowa samego algoryt-
mu jest na pewno liniowa (zakladajac, ze [ jest stala), wiec jedynym wyjasnieniem sa pewne technikalia zwiazane z samym
jezykiem, w ktorym zostaly zaimplementowane programy. Wiemy na przyklad, ze dostep do poszczegdlnych wartosci w
macierzy typu SparseMatrixCSC nie wykonuje si¢ w czasie stalym — by¢ moze wlasnie dlatego w obserwacjach widaé

odchylenie od liniowosci.
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5 Whnioski

Poréwnujac wyniki testéw dla zoptymalizowanego algorytmu oraz dla standardowego podejscia x = A\b mozemy zauwa-
zy¢ oczywiste zalety naszego zoptymalizowanego algorytmu. Zastosowany algorytm jest znacznie szybszy niz podejscie
klasyczne oraz zuzywa znacznie mniej pamieci. Ta sytuacja pokazuje, jak wazne jest dostosowanie algorytmu do danego

przypadku i ile mozna zaoszczedzi¢ zasobéw przy znajdowaniu rozwiazania problemu.
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