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1 Zadanie 1.

Napisa¢ funkcje obliczajaca ilorazy réznicowe dla podanych weztéw oraz wartosci danej funkeji w tych weztach.

1.1 Dane wejsciowe
e x — wektor dlugosci n + 1 zawierajacy wezly xg,...,z,

o f — wektor dlugosci n + 1 zawierajacy wartosci interpolowanej funkeji w weztach f(xo), ..., f(x,)

1.2 Dane wyjsciowe

e fx — wektor dlugoéci n + 1 zawierajacy obliczone ilorazy réznicowe

1.3 Rozwigzanie

Kod Zrédtowy znajduje si¢ w pliku code/interpolation. j1 jako funkcja ilorazyRoznicowe.

1.4 Opis uzytego algorytmu

Do obliczania ilorazéw réznicowych dla podanych weztéw uzyltem zamiast tablicy dwuwymiarowej jednej tablicy dlugosci
n + 1. Uzycie tutaj tablicy dwuwymiarowej jest tutaj absolutnie zbedne, bo jest nieoptymalne pod wzgledem zajmowanej
pamieci — nie potrzebujemy pamietaé¢ kazdego ilorazu réznicowego.
Musimy obliczy¢ flzol, flzo, x1], flxo, x1, 22, ... flxo, ..., Zn].

Idea algorytmu jest taka: w danym momencie ,pamietamy” tylko jedng kolumne macierzy trdojkatnej reprezentujacej

wszystkie ilorazy réznicowe:
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Za kazdym razem musimy wygenerowaé¢ cala kolumne, bo potem bedziemy z tych wartosci korzystaé (ostatni ilo-

raz f[zo,...,xy] potrzebuje ich wszystkich), ale w danym momencie zapisujemy do wektora wyjsciowego tylko wartosci



flzo, .-, xm] dla m € [0,n] NN. Przy czym w programie ilorazyRoznicowe m = len - p gdzie p to iterator, a len
=n+1.

Ponizej zostal przedstawiony algorytm — uzywamy tutaj oznaczen takich samych jak w specyfikacji.
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end for
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W linijce 1 ustalamy dtugos¢ wektora, czyli dowiadujemy sie ile wynosi n+1. W 2 kopiujemy wektor warto$ci w poda-
nych weztach do tablicy roboczej (okreslajacej stan w jednej kolumnie wczesniej wspomnianej macierzy). W 3 definiujemy
wektor wyjdciowy, ktéry ma na poczatku jeden element f[xo] — zalatwia nam to pierwsza iteracje.

Zaczynamy iterowac (4) po liczbie elementéw w kolumnie macierzy. Pierwsza iteracje dla len = n + 1 mamy juz

wykonang, wiec zaczynamy od len — 1 = n. Generujemy poszczegdlne ilorazy réznicowe w danej kolumnie (7) oraz

zachowujemy tylko iloraz réznicowy postaci flxo, ..., Zm].
Na konicu zwracamy wektor wyjéciowy zawierajacy wszystkie ilorazy, ktére nas interesuja (ilorazy postaci f[xo,. .., Zm]
dla m € [0;n]).

1.5 Prosty test

Funkcja ta zostanie jeszcze przetestowana w dalszych zadaniach, jednakze dla potwierdzenia dziatania w pliku code/ex-1.j1
znajduje sie prosty test implementujacy przyklad z wyktadu:
x |3 1 5 6
fx)[1 3 2 4

Po uruchomieniu otrzymujemy poprawne wyniki z jednym zastrzezeniem — ostatni iloraz ma lekki btad 2- 10717, Jest
to btad, ktorego sie nie uniknie, bo wynika z btedu pojawiajacego sie przy wykonywaniu jakichkolwiek dziatan.
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Dla poréwnania rachunki reczne na tych samych danych:
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2 Zadanie 2.

Napisa¢ funkcje obliczajaca warto$é wielomianu interpolacyjnego stopnia n w postaci Newtona N, (z) w punkcie x = t za

pomocy algorytmu uogblnionego Hornera w czasie O(n).


1.in-data

2.1 Dane wejsciowe
e x — wektor dlugoéci n + 1 zawierajacy wezly xg, ..., x,
e fx — wektor dlugosci n + 1 zawierajacy ilorazy réznicowe flxol,..., flzo,...,Zn

e t — punkt, w ktorym nalezy obliczy¢ wartosé wielomianu

2.2 Dane wyjsciowe

e nt — warto$é¢ wielomianu w punkcie t

2.3 Rozwigzanie

Kod Zrédlowy znajduje sie w pliku code/interpolation. jl jako funkcja warNewton.

2.4 Opis algorytmu

Wzér interpolacyjny Newtona ma postac

n k—1
No(z) =Y flao,....z] - [J (@ = 2)).
J=0

k=0

przy czym Hf;é (x —z;) dla k = 0 wynosi 1.

Oczywiscie, mozemy zapisaé ten wielomian w réwnowaznej postaci:
Ny (x) = flzo] + flwo, x1] - (x —x0) + -+ + flxo, 21,y 2n] - (x — o) (® —21) - (T — Zp—1)
wowczas
Np(z) = flzo] + (x — xo)(f[xo,:vl] + flzo, 1, o) (x — 1) + - - + flzo, z1, .., xn)(x —21) - (T — xn_l)).
Wyciagneliémy przed nawias (x — z¢) — teraz mozemy tak zrobié¢ jeszcze (n — 2) razy:
Np(x) = flzo] + (z — x0)<f[xo,ac1] + (z — xl)( (@ = xp_2)(flro, 21, .y 2p)(® — pe1) + flzo, - - ,xn,l])) .. )

Latwo zauwazy¢, ze mamy do czynienia z rekurencja postaci

wp(x) = flro,x1,. .., T4

wi(z) = flwo, 1, -, 2] + (T — zk) - wiy1 () (ken—1,0]NN)

i na przyktad wlasnie mamy w érodku f[zg, ..., 2,)(x — 2n_1) + f[Zo,. .., ZTn—1] co jest réwne w,_1(z). Za to po zastoso-
waniu tej rekurencji, po ,zwinieciu” wzoru N,, otrzymamy f[zo] + (z — zo)wi(x) co jest réwne wy(z).

Zatem N, (x) = wo(x).
W takim razie, zeby obliczy¢ warto$é N, (t), nalezy obliczy¢ warto$é wg(t) co wiaze sie z policzeniem wartosci wszystkich

funkeji wi(t) dla &k =0,...,n.

2.5 Zlozonosé obliczeniowa

Mamy do obliczenia n réwnah postaci wi(z) = flxo,x1,...,2%) + (& — z) - wpt1(x), bo w, jest juz wiadome, wigc
zaczynamy od wy,_1 idac w dét do wyg. Za kazdym razem mamy do policzenia to samo réwnanie, ktére zajmuje O(1) czasu,

wiec zlozonosé obliczeniowa calego algorytmu wynosi O(n).



3 Zadanie 3.

Napisa¢ funkcje obliczajaca wspdlczynniki postaci naturalnej wielomianu interpolacyjnego stopnia n w postaci Newtona
Ny ().
3.1 Dane wejSciowe

e x — wektor dlugoéci n + 1 zawierajacy wezly xg, ..., x,

e fx — wektor dlugosci n + 1 zawierajacy ilorazy réznicowe flxol,..., f[zo,...,Zn

3.2 Dane wyjsSciowe

e a — wektor dtugosci n + 1 zawierajacy obliczone wspdtezynniki postaci naturalnej (a,z™ + a, 12" 1 +---a1x +ao)

3.3 Rozwiazanie

Kod zrédlowy znajduje sie w pliku code/interpolation. jl jako funkcja naturalna.

3.4 Opis algorytmu

Z poprzedniego zadania (2.4) wiemy, Ze wielomian interpolacyjny Newtona N,, (x) mozemy zapisa¢ przy pomocy rekurencji:
wn(x) = f[x()vl'la LR xn}
wi(z) = flwo, 21, -, 2] + (T — xk) - wiy1 () (ke[n—1;0]NN)

gdzie N, (z) = wo(x). Przyjrzyjmy sie¢ wzorowi, ktéry ,tworzy” rekurencje:
wi(x) = flro, 21, ..., 2] + (& — 21) - w1 (T) (ke[n—1;0]NN)

Latwo zauwazy¢, ze wielomian wy bedzie mial stopien o jeden wyzszy niz wgy1. Zapiszmy powyzszy wzor tak, aby

bardziej przypominal posta¢ naturalna:

wi(x) = - wpp1(x) — wrg1 - 2 + flzo, - -, Tk,
a nastepnie wprowadzmy ciag bﬁfi) okredlajacy wspdlczynnik przy x™ dla wielomianu wy. Wéwczas mamy:
wi(z) =x- (bg,’fﬂ)xm + b(kﬂ) melp oy bgkﬂ)x) (b(kH)x + bﬁ,’fﬂ R bgkﬂ)x) ~xk + flxo, ..., Tk
gdzie m okresla stopien wielomianu wy1. Jako, ze w,, ma stopien zero (w,(z) = f[zo, ..., z,]) a kazdy nastepny wielomian

wy ma stopief o jeden wyzszy niz poprzedni wy41 mozna stwierdzié, ze m = (n — 1) — k.

Teraz mozemy przeksztalci¢ wyzej wyliczony wzor do postaci zblizonej do zadanej:

wi(z) = bFFDgmHL (b(kﬂ) — b,(ff“)xk) ™+ (b(kH —p* g ) g™

m—1 m—2
(k+1) (k+1) (k+1)
+- 4+ (b —b; ap)x by g + flro, ..., xk]

gdzie xj to sa wezly interpolacyjne.

Stosujac nowy wzoér na rekurencje (1) nasz wielomian wo(z) bedzie wielomianem zapisanym w postaci naturalnej:
’LU()( ) = b(l)l' + (b(l) — bg)xo) QL'n_l 4+ 4 (b(()l) - bgl)xo) xr — b(()l)x() =+ f[ifo],

a jako, ze N, (z) = wo(x) otrzymamy tym samym posta¢ naturalna wielomianu interpolacyjnego Newtona.
Idea jest taka: zaczynajac od géry (od w,,) liczymy kolejno wspdlezynniki dla wy,—1, wy—2,. .., w1, we W sposéb itera-

cyjny. Jako ze w;, jest znane stosujemy wzér (1) n razy, zeby uzyskac wo.



3.5 Zlozonos¢ obliczeniowa

Mamy n réwnan (nie wliczamy juz wiadomego w,,) gdzie za kazdym razem mamy m + 1 obliczen wspélezynnikéw. Liczba
m ro$nie w zaleznosci od k, bo m = (n — 1) — k. Wdwczas mozna catkowita liczbe obliczanych wspétezynnikéw (ile
wspOlezynnikéw musieliSmy obliczy¢) utozsamié z suma ciagu arytmetycznego ¢, = n.

Zatem zlozono$é¢ obliczeniowa wynosi O (W) =0 (7’2—2) = 0(n?).

3.6 Prosty test

Dla potwierdzenia dzialania tejze funkcji w pliku code/ex-3.jl znajduje sie prosty test implementujacy przyktad z
wykltadu. Najpierw obliczamy ilorazy réznicowe na podstawie podanych wezléw i wartosci interpolowanej funkcji w tych

weztach:

f(x) 3 02 4
flzol  flzo,z1]  flwo, 21, 22] flzo, 21, z2, 3]
1 2 —0.375 = ¢ 0.17500...002 ~ &

Teraz mozemy obliczy¢ wspolczynniki postaci naturalnej wielomianu interpolacyjnego Newtona, uzywajac programu

naturalna:

as az ai ao

0175 =5 —1.95=32 7525=301 —875==32

Powyzsze wspdlczynniki zgadzaja sie z wynikiem podanym przez zaufane Zrédlo (WolframAlpha), ktére podaje taki

sam wynik: % — 3%2 + % — % (Link do wyrazenia w WolframAlpha, sekcja «Expanded formpy).

4 Zadanie 4.

Napisa¢ funkeje, ktéra zinterpoluje zadang funkcje f w przedziale [a; b] za pomoca wielomianu interpolacyjnego stopnia n
postaci Newtona. Nastepnie narysuje wielomian interpolacyjny i interpolowana funkcje. Nalezy uzyé weztéw rownoodle-
glych czylizy =a+khdlah =% k=0,1,...,n.

4.1 Dane wejSciowe

e f — funkcja f zadana jako anonimowa funkcja
e a,b — przedzial interpolacji

e n — stopien wielomianu interpolacyjnego

4.2 Dane wyjsciowe

Nothing — funkcja niczego nie zwraca, za to generuje odpowiednie wykresy.

4.3 Rozwigzanie

Kod Zrédtowy znajduje si¢ w pliku code/interpolation. j1 jako funkcja rysujNnfx.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=w_0%28x%29+%3D+1+%2B+2+*+%28x+-+3%29+-+%283%2F8%29+*%28x+-+3%29*%28x+-+1%29+%2B+%287%2F40%29+*+%28x+-+3%29*%28x-1%29*%28x-5%29

5 Zadanie 5.

Przetestowaé¢ metode rysujNnfx na kilku zadanych ponizej funkcjach.

(Kod Zrédlowy w pliku code/ex-5.j1.)

5.1 Wyniki

2.751 2.751
2.50 A 2.501
2.251 2.251
2.001 2.001
1.75 A 1.75 4
1.50 A 1.50 A
1.25 A 1.25 4
1.00 - 1.00 A
OtO 0.‘2 0i4 Oj6 0t8 1.‘0 0‘.0 0t2 014
2.75 A
2.50 -
2.251
2.00 -
1.75 A
1.50 A
1.25
1.00 -
OtD 0?2 0j4 0j6 0t8 1?0

Rysunek 1: f(z) = e® w przedziale [0;1] dla n = 5,10,15



0.75 1 0.75 1
0-507 / 0.50
0.25 / oo
0.00 1 —— 0.00 1
—0.251 / ~0.25 4
,'//
~0.50 1 oso
-0.75 o
~1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 0.75 1.00 ~1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 1.00
0.75 1
0.50 1
0.25 /
0.00 R
-0.251 /
~0.50 4
-0.75

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Rysunek 2: f(z) = 22 - sinz w przedziale [—1;1] dla n = 5,10,15

5.2 Obserwacje i wnioski

Wynikowe wykresy nie sa zaskakujace — oryginalna funkcja i jej interpolacja nakladaja si¢ na siebie, czyli interpolacja
praktycznie idealnie odwzorowuje funkcje wejéciowa. Dzieje sie tak, poniewaz powyzsze funkcje sa funkcjami ciaglymi
i gtadkimi (wszystkie ich pochodne tez sa ciagle) co oznacza, ze takie ,przyblizenie” funkcji przy pomocy wielomianu

interpolacyjnego jest jak najbardziej efektywne.

6 Zadanie 6.

Przetestowaé¢ metode rysujNnfx na kilku zadanych ponizej funkcjach.

(Kod Zrédlowy w pliku code/ex-6.j1.)



6.1 Wyniki

1.04 1.0 1
0.84 0.8
0.6 4 0.6
0.4 0.4 1
0.24 0.2
0.04 0.0
~1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 0.75 1.00 ~1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 1.00

1.04

0.84

0.6 4

0.4 4

0.24

0.0 4

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Rysunek 3: f(z) = |z| w przedziale [-1;1] dla n = 5,10, 15



1.09 2.01

0.8 1.5

0.6
1.0

0.4 4
0.5

0.2

0.0
0.01

2.0 A

1.59

1.01

0.5

0.0

Rysunek 4: f(z) = Tlmz w przedziale [—5;5] dla n = 5,10,15

6.2 Obserwacje i wnioski

Tym razem mamy bardzo duze odchylenia wielomianu interpolacyjnego od funkcji wejsciowej. Mamy tutaj do czynienia ze
zjawiskiem Runge’ego. Zjawisko to jest zwlaszcza spotykane wlasnie w przypadkach funkcji nieciagtych (np. f(z) = |z|) lub
po prostu w przypadkach interpolacji funkcji dla duzego stopnia wielomianu interpolacyjnego i dla weztéw réwnoodleglych
(up. f(z) = 1552)-

Warto jednak zauwazy¢, ze duze odchylenia maja miejsce gléwnie na brzegach zadanego przedzialu. Wéwczas w
celu zwiekszenia precyzji nalezaloby zwigkszy¢ liczbe weztéw w tych miejscach, gdzie mamy takie problemy. Jednym z
mozliwych rozwiazan jest zastosowanie wezléw Czebyszewa (otrzymywanych z miejsc zerowych wielomianéw Czebyszewa),

ktére maja wiecej weztéw przy koncach przedziatu.
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