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1 Zadanie 1.

1.1 Pod-zadanie 1.1.

1.1.1 Opis problemu

Epsilonem maszynowym (macheps) nazywamy najmniejsza liczbe w arytmetyce fl wieksza od 0 bedaca odlegloscia miedzy
1 a nastepna liczba. Naszym zadaniem jest jej wyznaczenie.

1.1.2 Rozwigzanie

Zadanie dzieli sie na kilka mniejszych pod-zadan wyznaczania tej warto$ci osobno dla arytmetyk Float16, Float32 oraz

Float64. W jezyku Julia mamy dwa sposoby na uzyskanie takiej liczby:
e metoda iteracyjna (kod Zrédlowy w pliku ex-1.1.31)
e wykonanie whudowanej funkcji eps

W przypadku jezyka C musimy spojrzeé¢ na predefiniowane globalne zmienne w pliku nagtéwkowym float.h.

Zaobserwowane wartosci:
e Floatl6:

— metoda iteracyjna = 9.77 - 10~*
— eps(Float16) = 9.77-10~*

e Float32:

— metoda iteracyjna = 1.1920929 - 10~7
— eps(Float32) = 1.1920929 - 10~7
— float.h: __FLT32 EPSILON__ = 1.1920928955078125 - 107

e Float64:

— metoda iteracyjna = 2.220446049250313 - 1016
— eps(Float64) = 2.220446049250313 - 10716
— float.h: __FLT64_EPSILON__ = 2.22044604925031308084726333618164062 - 10~ 16

Jak widaé¢, we wszystkich przypadkach uzyskania zadanych stalych mamy te same wartoéci. Co oznacza, ze nasza

metoda iteracyjna jest poprawna.



1.2 Pod-zadanie 1.2.

1.2.1 Opis problemu

Liczbe maszynowa 1 nazywamy najmniejsza liczbe w arytmetyce fl niebedaca zerem. Naszym zadaniem jest jej wyzna-
czenie.

1.2.2 Rozwigzanie

Tak jak w poprzednim pod-zadaniu, patrzymy na trzy rézne arytmetyki Float16, Float32 oraz Float64. Zeby uzyskaé

nasz wynik, wystarczy nieco zmodyfikowaé program uzyty w poprzednim pod-zadaniu.
e Floatl6
— metoda iteracyjna = 6 - 1078
— nextfloat(£1(0.0)) =6-10"°
e Float32
— metoda iteracyjna = 1-1074°
— nextfloat(£1(0.0)) = 1-107%
e Float64

— metoda iteracyjna = 5- 107324

— nextfloat(£f1(0.0)) = 5-1073%4

Jak wida¢, wartoéci wyznaczone metoda iteracyjna nie réznig sie od tych, wbudowanych w jezyk Julia co oznacza, ze

metoda ta jest prawidtowa.

1.3 Pod-zadanie 1.3.

Jaki zwigzek ma liczba macheps z precyzjq arytmetyki (oznaczang na wykladzie przez €)?
Obie te liczby maja taka sama wartos¢, jednakze nie opisuja dokladnie tego samego. Liczba e opisuje najwiekszy
mozliwy blad wzgledny w przypadku zaokraglania liczby rzeczywistej. W zasadzie liczba macheps opisuje réwniez taki

najwiekszy mozliwy btad wzgledny, jaki moze si¢ pojawi¢ wokot liczby 1.0.

1.4 Pod-zadanie 1.4.

Jak zwigzek ma liczba n z liczbg MINgy, 2z wyktadu?
Obie te liczby opisuja te sama wlasno$é — najmniejsza liczba w danej arytmetyce fl, ktéra jest wigksza od 0 (bez

normalizacji tej liczby).

1.5 Pod-zadanie 1.5.

Co zwracajg funkcje floatmin(Float32) oraz floatmin(Float64) i jaki jest zwigzek zwracanych wartosci z liczbg MIN,, o,
z wyktadu?
Wynik programu ex-1.5.j1:

e floatmin(Float32) = 1.1754944 - 1038
e floatmin(Float64) = 2.2250738585072014 - 10308

Odpowiadajace sobie wartosci maja taki sam rzad wielkosci i sa prawie réwne sobie. Opisuja te sama rzecz — naj-

mniejsza liczba rzeczywista wieksza od zera, przy czym zadana wartos$¢ jest znormalizowana.



1.6 Pod-zadanie 1.6.

1.6.1 Opis problemu
Nalezy uzyskaé¢ wartosé liczby granicznej MAX dla wszystkich typéw zmiennopozycyjnych

Float16, Float32 oraz Float64.

1.6.2 Rozwigzanie

Zadanie dzieli si¢ na kilka mniejszych pod-zadan wyznaczania tej wartosci osobno dla arytmetyk Float16, Float32 oraz

Float64. W jezyku Julia mamy dwa sposoby na uzyskanie takiej liczby:
e metoda iteracyjna (kod Zrédlowy w pliku ex-1.6.31)
e wykonanie wbudowanej funkcji floatmax
Zaobserwowane wartosci:
e Floatl6:

— metoda iteracyjna = 6.5 - 10*

— floatmax (Float16) = 6.55 - 10*
e Float32:

— metoda iteracyjna = 3.4028235 - 1038
— eps(Float32) = 3.4028235 - 1038

— warto$é¢ podana na wykladzie: 3.4 - 1038
o Float64:

— metoda iteracyjna = 1.7976931348623157 - 10308
— eps(Float64) = 1.7976931348623157 - 10308

— wartoéé¢ podana na wyktadzie: 1.8 - 10308

Jak wida¢, wszystkie wartosci sie zgadzaja, co oznacza, ze zastosowana metoda iteracyjna jest poprawna.

1.6.3 Opis metody iteracyjnej
(kod zrodlowy w pliku ex-1.6.j1)
1. Wypelniamy mantyse przy pomocy funkcji sum_, ktéra po kolei dodaje kolejne potegi dwojki.

2. Nastepnie mnozymy otrzymana liczbe przez 2 w petli az nie otrzymamy nieskoficzono$ci w rozumieniu danej aryt-

metyki (wykorzystujemy funkcje isinf do sprawdzania liczb)

3. Bierzemy jako wynik liczbe poprzedzajaca te, ktora jest juz nieskonczono$cia w tym ciagu generowanym przez te

petle.



2 Zadanie 2.

Wykonujac polecenie ./ex-2.jl otrzymujemy wyniki wyrazenia w arytmetykach Float16,
Float32 oraz Float64.

e Floatl6:

— metoda Kahana = 9.77-10~*

— eps(Float16) = 9.77-10~*
e Float32:

— metoda Kahana = 1.1920929 - 10~7

— eps(Float32) = 1.1920929 - 10~
e Float64:

— metoda Kahana = 2.220446049250313 - 1016
— eps(Float64) = 2.220446049250313 - 1016

Metoda Kahana dziata — wartosci zwracane przez funkcje kahans_eps sa réwne wartosciom e odpowiednich arytmetyk.

3 Zadanie 3.

3.1 Pod-zadanie 3.1.
3.1.1 Opis problemu
Nalezy sprawdzi¢ eksperymentalnie (w jezyku Julia), ze w arytmetyce Float64 kazda liczbe = € [1; 2] mozemy zapisa¢ w
postaci
r=14+k-0 (1)

gdzie § =27°2 k €{0,1,2,...,2%2}.

3.1.2 Rozwigzanie

(kod zrodlowy w pliku ex-3.1.j1)
Program dotaczony do tego zadania pokazuje przy pomocy ciggéw jedynek i zer reprezentacje poszczegdlnych liczb w
arytmetyce Float64 w przedziale [1;2]. Zmienna starting point zmienia, od ktérego miejsca zaczaé generowaé liczby z

przedziatu [1;2].
e 0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000000

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000001

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000010

e 0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000011

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000100

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000101



0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000110

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000000111

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000001000

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000001001

0011111111110000000000000000000000000000000000000000000000001010

Widaé po ciagach bitowych (nalezy skupié¢ sie nad koncem ciagéw), ze zachodzi odliczanie wszystkich liczb z tego
przedziatu po kolei. Mozna to zjawisko poréwnaé¢ do zwyklego liczenia liczb naturalnych w systemie binarnym.
To samo zjawisko zachodzi dla innych czesci tego przedziatu.

Zaprezentowane dowody empiryczne sklaniaja do wniosku, ze wyrazenie 1 jest prawdziwe.

3.2 Pod-zadanie 3.2.

(kod zrédlowy w pliku ex-3.2.31)

Tym razem rozwazamy przedzial [3;1]. Wprowadzamy modyfikacje do programu z pod-zadania 3.1:
e zmieniamy poczatkowa wartos¢ x na 0.5
e zmieniamy warto$é¢ § na 2753

i zauwazamy, ze ponownie mamy to samo zjawisko — generowanie kolejnych liczb z zadanego przedziatu.

e 0011111111100000000000000000000001000000000000000000000000001010

0011111111100000000000000000000001000000000000000000000000001011

0011111111100000000000000000000001000000000000000000000000001100

e 0011111111100000000000000000000001000000000000000000000000001101

0011111111100000000000000000000001000000000000000000000000001110

0011111111100000000000000000000001000000000000000000000000001111

Na powyzszych wynikach jest pokazana po prostu inna czeé¢ tego przedzialu — zachodzi takie samo zjawisko.

Czyli liczba = € [3;1] moze zosta¢ zapisana w nastepujacy sposob
r=05+k-90
gdzie k € {0,1,2,...,253), § = 2753,

3.2.1 Pod-zadanie 3.3.

(kod zrédlowy w pliku ex-3.3.j1)
W przypadku przedzialu [2;4] mamy dokladnie taka sama sytuacje, przy czym zaczynamy oczywiscie od 2, kiedy
§=2-°5%



4 Zadanie 4.

4.1 Opis problemu
(fl = Float64)
1. Nalezy wyznaczy¢ liczbe 1 < x < 2, taka, ze fl(z- fl(1/x)) # 1.

2. Nalezy znalez¢ najmniejsza taka liczbe.

4.2 Rozwigzanie

Wynik programu ex-4.j1 spelnia oba podpunkty zadania. Program zaczyna od liczby 1+ § (§ taka sama jak w zadaniu
3.1) i przeglada wszystkie liczby po kolei az nie zostanie spelniony warunek £1( x * £1(1/x)) !'= 1.
Liczba znaleziona przez program wynosi 1.000001417355248.

5 Zadanie 5.

5.1 Opis problemu

Nalezy napisa¢ program liczacy iloczyn skalarny dwéch wektoréw przy pomocy czterech metod w dwoch arytmetykach
(Float32 oraz Float64).

x = [2.718281828, —3.141592654, 1.414213562, 0.5772156649, 0.3010299957]
y = [1486.2497,878366.9879, —22.37492,4773714.647,0.000185049]

5.2 Rozwiagzanie

(kod zrédlowy w pliku ex-5.31)
Aby uruchomié program, nalezy wykonaé polecenie ./ex-5.j1 — wySwietly sie instrukcje méwiace, jakie argumenty

Sa przyjmowane przez program.

Wyniki:
e Float32
— metoda ,w przod” = —0.2499443
— metoda ,w tyt” = —0.2043457
— od najwiekszego do najmniejszego = —0.25
— od najmniejszego do najwiekszego = —0.25
e Float64

metoda ,w przéd” = 1.0251881368296672¢ — 10

metoda ,w tyt” = —1.5643308870494366e¢ — 10
— od najwiekszego do najmniejszego = 0
— od najmniejszego do najwiekszego = 0
Faktyczna wartoéé wynosi —1.00657107000000 - 1011,

Kazda z metod, niewazine w jakiej arytmetyce, zwraca nieprawidtowg wartosé. Jedynie w arytmetyce Float64 mamy

nieco zblizone do rzeczywistosci wyniki — jednak nadal nie sq one satysfakcjonujgce.



6 Zadanie 6.

6.1 Opis problemu

Nalezy policzy¢ wartosci funkcji

flx)y=va2+1-1

.%‘2

9= i

dla argumentéw x = 871,872,873 ... oraz poréwnaé¢ wyniki.

6.2 Rozwigzanie

Wiyniki: F(871) = 0.0077822185373186414 F(87T) = 1.1368683772161603 - 10~ 13
g(871) = 0.0077822185373187065 g(877) = 1.1368683772160957 - 10~ 13
£(872) = 0.00012206286282867573 f(878) = 1.7763568394002505 - 10~ 1°
9(872) = 0.00012206286282875901 g(87%) = 1.7763568394002489 - 10~1°
f(87%) = 1.9073468138230965 - 10~° f(87%)=0.0
g(873) = 1.907346813826566 - 10~° g(87Y) = 2.7755575615628914e—17
f(87%) = 2.9802321943606103 - 10~® f8719) =00
g(8™%) = 2.9802321943606116 - 10~8 9(871%) = 4.336808689942018¢—19
f(87%) = 4.656612873077393 - 1017 f87) =00
g(87%) = 4.6566128719931904 - 1010 g(871) = 6.776263578034403¢—21
f(87%) = 7.275957614183426 - 10~ 12 f(872)=0.0
g(87%) = 7.275957614156956 - 10~ '2 g(871) = 1.0587911840678754¢—22

Uruchamiajac program ex-6.jl widzimy, ze faktycznie wartosci sie réznia.
Réznica oczywiscie wynika z tego, ze funkcje prezentuja dwa rézne sposoby policzenia tego samego. I wlasnie to, ze funkcja
g wykonuje wieksza liczbe dziatan, jest tutaj kluczowe. Wieksza liczba dzialan oznacza wieksza liczbe popelnianych bledow
w zaokragleniach.

Jednakze mozemy zauwazyé jeszcze jedng rzecz. Otéz przy wartoéci 879 argumentu funkcja f zwraca juz wartosé 0,
kiedy funkcja g nadal zwraca pewne wartosci relatywnie podobne do tych dla wigkszych argumentéw.

Trudno jest powiedzieé, ktéra funkcja jest bardziej wiarygodna, jednakze moim zdaniem funkcja f wygrywa prostsza

struktura dziatan, jest ich po prostu mniej, czyli mniej mozliwosci popetnionych bledéw.

7 Zadanie 7.

7.1 Opis problemu

Nalezy obliczy¢ warto$é pochodnej funkeji f(x) = sinx + cos 3z przy pomocy wzoru na przyblizona pochodna

f(zo +h) — f(xo)
h

f'(wo) & f'(wo) =
oraz poréwnac z faktyczng wartos$ciag pochodne;j.
e h=2"" dlan=0,1,2,...,54

e bledy mierzymy przy pomocy: |f'(xg) — f’(}vo)\



7.2 Rozwigzanie

(kod Zrédlowy w pliku ex-7.j1)
Faktyczna warto$é pochodnej mozemy obliczyé przy pomocy funkcji f/(x) = cosz — 3sin 3z.
Zeby zauwazy¢ moment, w ktérym zmniejszanie wartoéci h nie poprawia przyblizenia wartoéci pochodnej, patrzymy na
warto$¢ bledéw (odchylenia przyblizenia od faktycznej wartosci pochodnej).
W programie zakres dla liczby n zostal ograniczony do przedzialu [—25; —32] (potega 2 w liczbie h) w celu ulatwienia

odczytania, w ktorym miejscu zachodzi to zjawisko.

en = -26

h

f(x + h) - £(x)
\tilde{f’}(x)

£ (x)

[£2(x) - \tilde{f’}(x)|

f(x + h) - £(x)
\tilde{f’}(x)

(%)

[£2(x) - \tilde{f’}(x)|

g O O V- =

w O O 0w N

.4901161193847656e-8
.7425766385414931e-9
.11694233864545822
.11694228168853815
.6956920069239914e-8

.450580596923828e-9
.712881527372929e-10
.11694231629371643
.11694228168853815
.460517827846843e-8

n = -28

h 3.725290298461914e-9

f(x + h) - £(x) 4.35643965346344e-10

\tilde{f’}(x) 0.11694228649139404

£2(x) 0.11694228168853815
4

[£2(x) - \tilde{f’}(x)|

f(x + h) - £(x)
\tilde{f’}(x)

(%)

[£2(x) - \tilde{f’}(x)|

f(x + h) - £(x)
\tilde{f’}(x)

2 (x)

£ (x) - \tilde{f’}(x) |

o O O N =

= O O +~» ©

.802855890773117e-9

.862645149230957e-9
.1782187165086953e-10
.11694222688674927
.11694228168853815
.480178888461751e-8

.313225746154785e-10
.0891088031428353e-10
.11694216728210449
.11694228168853815
.1440643366000813e-7



Najnizsza warto$¢ btedu otrzymujemy dla n = —28, dalsze wartosci sa tylko coraz wigksze.
Moment, w ktérym opisywane zjawisko zachodzi rzad wielkosci liczb w liczniku i w mianowniku utamka (bedacego we wzo-
rze aproksymacji pochodnej) jest bardzo niski (—10). Mozliwe, ze dochodzimy do granic mozliwosci doktadnego okreslenia,
jaki powinien by¢ wynik tego ulamka przez to, ze te liczby sa tak male.

W przypadku kiedy przyjmujemy x = 1 4+ h zamiast * = 1 moment, w ktérym zachodzi to zjawisko jest przesuniety

do momentu n = —30.
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