Lista 8

Zadanie 5

1 Problem

Rozwazamy graf skierowany G, w ktérym wszystkie krawedzie maja dodatnie wagi oprécz krawedzi
wychodzacych bezposrednio z wierzchotka s gdzie mamy krawedzie o wagach ujemnych.

Czy algorytm Dijkstry zaczynajacy od s bedzie dzialal poprawnie dla takiego grafu?

2 Concept

Rozwazmy graf skierowany, w ktérym wszystkie krawedzie moga mieé¢ ujemne krawedzie. Wowczas,
naiwne ,naprawienie” algorytmu Dijkstry do wyszukiwania najkrétszej (najtanszej) drogi w takim
grafie polegalo by na dodaniu odpowiedniej liczby ¢ do wag wszystkich krawedzi w grafie.

Oryginalny graf nazwijmy X, a zmieniona wersje X’. Niestety, po takiej modyfikacji mamy do
czynienia z zupelnie innym grafem jako, ze najkrétsza droga w grafie X’ ulegta zmianie. Rozwazmy
sytuacje, w ktorej mamy Sciezke x, ktéra jest najkrotsza droga w grafie X oraz Sciezke y, ktora
nie jest najkrétsza droga, ale wykorzystuje mniejsza liczbe krawedzi. Wowczas, po dodaniu wezesniej
wspomnianej liczby ¢ do wag wszystkich krawedzi do catkowitego kosztu $ciezki x dodajemy wiecej
wielokrotnosci liczby ¢ niz do $éciezki y jako, ze liczba krawedzi w $ciezce x jest wigksza niz liczba
krawedzi w Sciezce y. Czyli najkrétsza Sciezka w grafie X moze by¢é juz inna niz w grafie X’.

Teraz, rozwazmy graf G z zadania. Wszystkie krawedzie maja dodatnie wagi poza tymi wychodza-
cymi z wierzchotka s. Stosujemy metode podobna do powyzszej, jednakze nie dodajemy pewnej liczby
t do wag wszystkich krawedzi w grafie, a jedynie do wag tych krawedzi wychodzacych z wierzchotka
s. Wéwczas, nie mamy sytuacji opisanej w poprzednim paragrafie, bo dla kazdej mozliwej najkrétszej

Sciezki dodajemy tylko jeden raz liczbe t.

3 Rozwigzanie

Zalozenia:

1. Niech ¢ : E — R bedzie pierwotna funkcja wagi krawedzi w grafie G. Definiujemy nowa, zmody-
fikowana funkcje wagi ¢ : F — R na grafie G.



2. Niech fst : E — V bedzie funkcja okreslajaca poczatek krawedzi.

Dla kazdej krawedzi é ze zbioru A = {é € E : fst(é) = s} niech ¢(é) = ¢ + c(é) gdzie t =
|min {c(é) : é € A}|. Dla pozostalych krawedzi ze zbioru E \ A mamy é(e) = c(e).

Mozemy mysleé o liczbie t jako dodatkowym koszcie wyjazdu” z wierzchotka s.

Jako, ze algorytm Dijkstry dziala na kazdym grafie o krawedziach z wagami dodatnimi to zadziala

tez w naszym grafie.
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