Lista 6

Zadanie 4

1 Problem

Jedziemy samochodem palacym 1 litr paliwa na 1 km. Samoch6d ma gorne ograniczenie paliwa, ktére moze
przewiez¢ wynoszace W. Na drodze sa porozstawiane stacje paliwowe, gdzie w; to cena za 1 litr paliwa na

stacji 7. Nalezy znalez¢ jak najtansza droge do stacji koncowej n.

2 Concept

Rozwazamy droge, po ktérej jedzie samochdd jako DAG (directed acyclic graph). Wierzchotkami w tym grafie
sg stacje. Krawedzie pomiedzy wierzchotkami tworzymy tylko wtedy kiedy pozwala na to zasieg samochodu.
Jednakze, w takim modelu nie rozwazamy sytuacji kiedy tankujemy wiecej paliwa niz potrzebujemy do
dojechania do nastepnej stacji, a moze by¢ sytuacja, ze zatankowanie wczesniej wigkszej ilosci paliwa datoby
tansza podréz. Musimy zatem rozszerzyé wierzchotki reprezentujace stacje o dodatkowa informacje — ilosé
pozostatego paliwa w baku samochodu.

Zatem rozbijamy wierzcholki reprezentujace poszczegdlne stacje na grupy wierzchotkow oznaczanych przez
pare (k,4) gdzie k to indeks stacji, a i to liczba litréw paliwa pozostalego w baku po dojechaniu do tej stacji.
Co wiecej, przez to, ze rozwazamy sytuacje, w ktérych na niektérych stacjach tankujemy 0 litréw wéwcezas w
grafie nie potrzebujemy rozwaza¢ krawedzi ktore pomijaja stacje. Innymi stowy, jedynymi krawedziami sa te

pomiedzy wierzchotkami reprezentujacymi sasiednie stacje.

3 Rozwigzanie

Budujemy odpowiedni DAG G = (V, E, f) gdzie V' to wierzcholki grafu, E to krawedzie grafua f: V xV —
R to funkcja wag krawedzi. Mamy wierzcholki (k,), gdzie k to indeks stacji, a i to liczba litréw paliwa
y2nadmiarowego” (ile litréw paliwa zostalo po dojechaniu do ktej stacji) gdzie ¢ € {0,..., W —1}.

Ustalmy ciag s okreslajacy kilometr stacji k (odleglo$é stacji k od stacji startowej). Wowczas odleglosé
miedzy stacjami a, b wynosi d,—p = Sp — Sq-

Uktad krawedzi i wierzchotkéw musi uwzgledniaé¢ parametr W (zasieg samochodu). Zaczynamy od wierz-
cholka 7Zrédlowego (1,0) ktéry reprezentuje stacje, na ktérej samochdd rozpoczyna podrédz. Dla pozostalych
stacji budujemy wierzcholki (k,i) dlai € {0,...,W —dg_1)—i}, k € {2,...,n}. Laczymy wierzcholki kra-

wedziami uwzgledniajac zasieg oraz ile litréw paliwa ,nadmiarowego” przewozi samochéd. Czyli dla kazdego



wierzchotka (k, i) rozwazamy tylko nastepna stacje o wierzchotkach (k + 1,5) takich, ze j jest z przedzialu
0, W — di—pt1].

Funkcje wag krawedzi okreslamy jako f((k,i), (L)) = wy, - (dx—i — i + j). Wowczas za cze$¢ przebytej
drogi do nastepnej stacji mozemy ,zaplaci¢” paliwem kupionym na ktérej$ z poprzednich stacji.

Stosujemy zmodyfikowany algorytm wyszukiwania najkrétszej drogi w DAG-u z zadania 1. Pomijamy

k = 1 poniewaz jest to stacja zrédlowa, do ktérej nie potrzebujemy wiedzie¢ jak dojechac.

1: d « matrix n x W filled with oo

2: d[1][0] < 0

3: 7« matrix n x W filled with [ |

4: for each k in {2,...,n} do:

5: for each i in {0,..., W —d(,_1)—} do:

6: for each j in {0,...,W —d(;_9)——1)} do:

7: if d[k][i] > d[k —1][j] + f((k — 1, ), (k, 7)) then:
s dlk)li] — dlke = 1][3] + £((k = 1,5), (k. )

0 r[k][i] < concat (r[k — 1)), [(k, i)])

10: end if

11: end for

12: end for

13: end for

Komentarz do linijek 5-6: W tych linijkach iteratory i oraz j sa w okrojonym zakresie, ktory pomija
niemozliwe wierzcholki (suma liczby litré6w ,nadmiarowych” iliczby litréw liczona za przejazd miedzy stacjami
przekracza W). Przy czym dla pierwszej iteracji k trzeba uwazaé na k — 2. Nalezy zalozy¢, ze dla k = 2 petla
z iteratorem j wykona tylko jedno przejscie.

Zlozono$¢ obliczeniowa powyzszego algorytmu wynosi O(n - W2). Jest to gérna granica, ktéra okresla
przypadek, w ktorym stacje sa rozmieszczone co kilometr przez co trzeba rozwazaé wiecej przypadkow za-
chowywania ,nadmiarowego” paliwa.

Tablica r[n][0] reprezentuje ciag wierzcholtkéw okreslajacych kolejne stacje i liczbe litréw pozostalego
paliwa na tych stacjach podczas najtanszej podrézy do konca drogi. Liczba d[n][0] reprezentuje koszt tej
podrézy.

W celu okreslenia na jakiej stacji ile bierzemy litréw paliwa musimy odpowiednio przetworzy¢ ciag wyni-
kowy r[n][0]: niech R, okresla liczbe litréw paliwa pozostala po dotarciu do stacji ptej (bierzemy stacje tylko z
tego ciagu wynikowego z zachowaniem oryginalnych indekséw stacji). Ciagiem okrelajacym nasz ostateczny
wynik bedzie Sy, gdzie S, to liczba litréw paliwa, ktéra samochéd musi zatankowaé na stacji ptej. Element
tego ciggu obliczamy w nastepujacy sposéb: S, = dp—.py+1 + Rpy1 — Ry, przy czym S, = 0.

Powyzszy algorytm zawsze nam zwroci najtansza droge do celu, poniewaz ,promuje” te stacje na ktérych
sg najnizsze ceny za paliwo. Dzieki rozwazaniu sytuacji, w ktérej bierzemy na stacji z tanim paliwem wiecej
paliwa niz potrzeba do dojechania do nastepnej stacji, mamy pewno$¢ ze maksymalnie wykorzystujemy te

stacje, w ktorych jest najtaniej.



	Problem
	Concept
	Rozwiazanie

