Lista 3, Zadanie 4

Problem
Definiujemy
( 0 ifn=0
G, = ¢ 1 ifn=1
1 if n =2
. Gn1+tGraot+Grps ifn>3

Jest to cigg generowany rekursywnie na podstawie ziarna (seed-a) w
postaci trzech pierwszych wyrazéw.

Concept (bottom-up)

Analogicznie jest w przypadku ciggu Fibonacciego, ktéry definiujemy
nastepujaco:

0 ifn=0

Fn, = < 1 ifn=1
Fn—l + Fn_g oth.

\

Jednakze mozemy zapisac cigg Fibonacciego w spos6b macierzowy:

1 1 n_ Fn+1 Fn
1 0| | F, F,;

Fn—i—l Fn < 1 1 _ Fn—i—2 Fn—i—l
Fn Fn—l 1 0 N Fn+1 Fn



Dla naszego problemu G,, réwniez musimy znalez¢ odpowiednig macierz,
ktéra po podniesieniu do odpowiedniej potegi uzyskamy dostep do n-
tego wyrazu ciagu G.

Rozwigzanie

Musimy znalez¢ taka macierz A, ze:

Gn Gn—l
Gn—l = A X Gn_z
] e
Czyli, zeby otrzymac¢ rekurencje G, = G—1 + Gp—o + G,_3 pierwszy
wiersz A musiwynosi¢ A3 =[1 1 1].
W przypadku wierszy Ay oraz As wystarczy ,,przepisac¢” wartoéci Gy,—1

oraz (G,,—2. Wiec wystarczy zrobi¢ prosta mape bitowa przenoszaca te
wartosci do macierzy po prawej stronie. Dlatego tez:

[1111
A=11 0 0
L010J
11 117 2 2 1]
1 0 0/ =11 1 1
0 1 0 1.0 0
11 1]° 4 3 2]
1 0 0/ =12 2 1
0 1 0 11 1)

i ogélnie

[1 1 1}” Gn Gni+Gna Gng
J Gn2 Gn3+Gnas Gns

= LGnl Grn-2 + Gn-3 GnZJ



przy czym, zeby nie mie¢ problemu z okresleniem liczb dla ujemnych
indekséw (np. co to jest GG,,_4 kiedy mamy nn = 3 ?) ustalimy macierz

poczatkowa
O R ) N O D e
o190 [111] |e atra ol

ktdra bedziemy przemnaza¢é przez macierz A celem uzyskania kolejnych
wyrazéw ciggu G,,.

W takim uktadzie mamy na samym poczatku juz policzone wyrazy od Gy
do G4 a nastepne wyrazy bedziemy uzyskiwali przez mnozenie macierzy

X przez A.

Teraz, problemem jest osiggniecie ztozonosci obliczeniowej T'(n) =
O(lgn) przy przemnazaniu macierzy X przez A.

Nalezy zauwazyé, ze w ogélnym przypadku nie ma przemiennosci w
mnozeniu macierzy. Tutaj jednak, operujemy na potegach tak naprawde
jednej macierzy co daje nam przemiennos¢.

Przy przemnazaniu naszej ,macierzy atomowej” A nie nalezy sie tez
martwic o ztozonos¢, poniewaz za kazdym razem jest to macierz o 3
kolumnach i 3 wierszach.

Mozna uzy¢ algorytmu analogicznego do liczenia poteg liczb naturalnych
w czasie O(lgn).

Nasz algorytm dziatatby nastepujaco:

1.Jeslin € {0,...,4} zwrd¢ zapisang wartosc.

2. W przeciwnym wypadku oblicz n — 4 potege macierzy A przy
pomocy ponizszej funkcji power_matrix, pomnéz wynik przez X i
go zwro¢.



Liczenie potegi macierzy w czasie O(lgn)

Zdefiniujemy funkcje PowerMatrix (A4, k):

1 0 O
1.output = |0 1 O
0 0 1
2.whilek > O:
1.if 2 [ k:
1.output *=A4
2.k= %]
3.A= A2

3.return output



